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OpraHn xoju je uMeHoBao komucujy: Cenat Yuusepsutera y Bawoj Jlyuu, Ha ocHOBY TpHjeJiora otyke
Hacrtasro-Hayunor sujeha [Tpupoano-marematnukor dakynrera (bpoj: 19/3.2464/23, nana 11.10.2023.)
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2. IOJAIIN O CTYAEHTY

HWwme, ume jeanor poautessa, npesume: Jenena (bpanko) ["ajuh

Jatym poliewa: 16.01.1976.

Mjecro u apxaBa poljera: bawa Jlyka, P.C, BUX

2.1. Ctyauje mpBor MHKJIyca HJIH OCHOBHE CTY/IHMje WM HHTerpucaHe cTyIuje

ITpocjeuna oujeHa

lNoguua ynuca: | 1994 ["onuHa 3aBpuwetka: | 2001 R Gy 8.84
Yuupepsuter: YHuBepsurer y bawoj Jlyuu
®akynrer/u: [TpupoaHo-MaTeMaTHuky hakyireT
Cryamjexu nporpam: Maremaruka
Creueno 3Bame: JlunnoMupann MateMaridap U uHdopmarnyiap
2.2. Cryamje ApYror MHKJIYCa HJIH MATHCTAPCKE CTY/AHje
Tomuna ynuca: | 2007 TommHa saspuerka: | 2010 ?opxzcie:fyaﬂiﬁf”a 9.25

Vuusepsuter: Yrusep3utet y Hosom Cany

®akynrer/u: [TpupogHo-mMaTemMaTuuki hakynrer

Cryaujcku nporpam: JlenapTMeHT 3a MateMaTHky U HHOpMaTHKy

Hasus 3aBpinor paja apyror Unkiiyca uiii Marncrapeke Tese, gatym oadpane: [punosu reopujn
oneparopa —banaxose anre6pe u Illatenose knace, 15.01.2010.

Vika HayvYHa obnacrt 3aBpPIIHOT paja Apyror quKmyca uiu MarbucTapcke Tese: MaTeMaThuyka aHaimnsa 1
NpHUMjeHe

CreueHo 3Bame: MacTep MateMatidap

2.3. Cryauje Tpeher nukayca

Iloguna ynuca: | 2018 hg) ECTS 227 Hpogienta. OL.U?Ha 10.00
OCTBapeHuX JI0 caja: TOKOM CTyauja:
®akynrer/u: [pupoaHo-maremaruuku Gakyirer, Vausepsurer y bawoj Jyuu
Crynujcku nporpam: MarteMaTnka
2.4.llpuka3 HAYYHHX H CTPYYHHX PaJoBa CTYAeHTa

Pb | [Togauu o pedepenun Kateropuja

M.Arsenovi¢ and J.Gaji¢. ,,Functions simultaneously harmonic and M- SCI 1T
I | harmonic in the unit polydisc.” Filomat (accepted 22.09.2023). IF=0.8

Y oBOM paly je aaTa moTnyHa KapakTepusauuja GpyHKIM]ja Koje Cy MCTOBPEMEHO XapMOHUjCKe U
M-XapMOHMjCKe HA jeAMHUYHOM Moanancky. To cy ynpaBo (yHKUMje Koje Cy XapMOHHjCKe Mo
CBAKO] MPOMjEHILMBOj, MJIM EKBHUBAJICHTHO TO ¢y (YHKUHMje KOje Ce MOTY MNpeACTaBUTH Kao
JWHeapHa KomOuHauuja QyHKUMja Koje Cy 10 CBAaKoj OJ MPOMEH/bUBMX XOJIoMOpdHE Wi
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KOHjyroBaHo xosiomop¢He. OcuM Tora u3y4aBaHa je M MYJITUIIMKATUBHA CTPYKTypa TaKBHMX
npoctopa y ciyuajy D". Kopucrehu Hame pesynarare no0ujamo Kapakrtepusauujy QyHKUuja u,
JeUHHCAHUX HA JeJIMHUYHOM MOTWANCKY, TaKo Aa ¢y U u u u’ (1ujenu 6poj s > 2) HCTOBPEMEHO
XapMoHHjcke U M-xapmouujcke. Hawm pesynraru cy y KOHTpacTy ca pesyirariMa Mo3HaTuM 3a
TakBe QyHKUMje y jeauHnuHoj gontu y C".

IIpunaguocT pajaa y»oj Hay4yHoj 06J1IaCTH KOjoj npunajga npeamer A HE
HCTPAKHBAKA JOKTOPCKE JHCcepTalHje '
Pb Kareropuja
J. Gajié, 4 note on pluriharmonic functions in the unit polydisc in C", | SCI nucra
2 Analysis Mathematica, 48(4) (2022), pp. 1047-1054 IF: 0.7
DOI: 10.1007/s10476-022-0166-2
Y oBOM pamy je IoKaszaHa Schwarz—Pick-oBa nema 3a orpaHuvyeHe W [O3UTHBHE

niaypuxapmMoHujcke gyHkumje, aeguHucaHe Ha OTBOpeHOM jeauHnuHoM noauancky y C". Takohe,
jaTe ¢y ¥ npoljjeHe pacTojama y Tepmunuma Kobayashi-jeBe MeTprke Kao u npoljjeHe rpaaujenTa
1 M-uHBapHjaHTHOr peaqHOr TpaaujeHTa 3a TakBe (yHkuuje. Kopucrehu Hame pesynrarte 3a
nIypuxapMoHHjcke (yHKUMje jokaszan je Harnack-os Tun pesynrara. Ipoujene pactojama Baxe
y ONIITHJUM JOMEHUMA, alu 6e3 TauHUX KOHCTAHTU. Y pajy je AaT AWPEKTaH J10Ka3 3a MO3WTUBHE
W OrpaHWuYeHe IUTypHXapMOHHUjcKe (yHKuHMje AeduHMCaHe HA jeAMHHYHOM monuaucky. Cae
npoljjeHe, Koje cy nodujeHe, cy HajdboJbe MPOIjeHe W He MOTY ce Mo0OoJbIIATH.

IIpunagHoct paja yxoj Hay4yHoj 00,1aCTH KOjO] IpUnaja npeamer 1A HE
HCTPAKHBaKbA JOKTOPCKe JHCepTaluje
PB Kareropuja

M. Arsenovi¢, J. Gaji¢, A note on positive pluriharmonic functions in
3. | the unit ball in C" , Bulletin of International Mathematical Virtual
Institute, 11 (2021), 249-253.

Haro je yonwrrewe Schwarz—Pick-ose neme 3a nozurusre miypuxapmonujcke Gynkuuje aedpunucane
Ha OTBOpeHO] jenmnuunoj jonru y C". 3a M3yuaBame MpoljeHe pacTojama TaKBUX (QyHKIHMja
kopumihena je Bergman-osa merpuka. [lTopen Tora jare cy mnpoujeHe rpaaujeHta w M-
MHBApUjaHTHOT peaHor rpajijeHTa 3a Takse QyHKuMje.

IpunagHocT paja yxoj Hay4Hoj 06J1aCTH KOjoj NpHNajaa npeamer

: JA HE
HCTPa’KUBaha JOKTOPCKe JHcepTaluje
Pb Kareropuja
J. Tajuh, JI. A. Pomano, M. Mpha, Jeona ananuza cmyoenmcxux
4 | Mewmannux cmpykmypa npu  pjewtasary 3a0amka 0 2pPaHUuvHoj
| epujeonocmu ¢hynxyuje, MAT-KOJL, bamwa Jlyka, XXI (4) (2015), 221-
235.

OBaj wu3BjewTaj caipXu aHaIW3y HENpPUXBAaT/bUBUX M TpOMalleHUX OJAroBopa CTyjeHara
Maumuckor dakynrera y bamoj JIyun Ha jeHo nuTame 0 rpaHudHoj BpujeaHocTH GyHkumje. ¥V
NPOUEAYPH M3pavyyHaBarba rpaHUuHEe BPUjEAHOCTH Y NMOHYHEHOM 3alaTKy OCUM MpPUMjEHE T3B.
'moraputaMckor rmoctynka' Tpebano je mnpuMjeHutd W Jlonurano Tteopem. Ha ocHoBy
MPUKYTUBEHUX TIOKa3aTe/ba W JICPUBUPAHUX 3aKk/byuaka, ocnamajyhu ce wa APOS Tteopujy u
SOLO TtakcoHOMM|Y, NMPOLjEHYjEMO Aa j€ KOHLENT rpaHuyYHEe BPUJEAHOCTH W MPOLIECH ca THUM
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KOHUENTOM (alli He M TMpOLE/ypalHO KOPHILITEHAa OBOr KOHUenTa) 3a BehMHy TecTHpaHe
CTY/ICHTCKE ToMTyJlalije MpUXBaT/bUB y3 3HaTHe norewkohe. [Tonyhena je jenna PEKOHCTPYKLIH]a
CTYACHTCKMX MEHTAJIHUX CIIWKA KOje ce MHIYKY]y y HWXOBHM YMOBMMA MpM HACTOjam-WMa Ja
MOHY/AC MPUXBAT/LUBE OArOBOPE Ha MOHYNEHM 3a/laTak y3 KOPULITEHE KaTEerop1jaiHuxX MojMoBa
RBC+C teopuje ancrpakuuje. Ynnu ce aa ce Moxke hopMupaTi Xunoresa (umjy Ou onpaBpaHocr,
HapaBHO, TPeOANo CTYAMO3HO UCTIMTATH) 1a MHOTH CTYJCHTH OBOT (haKy/iTeTa HeMajy u3rpaheHa
HEOMNXO/IHO TOTPeOHa KOHLENTyallHa W MPOLECHA 3HAMA Y HUXOBUM KOTHUTHBHUM PAaBHHMA O
FPAHUYHUM TIpoLecMMa HU30Ba M (PyHKUMja 300T HENOBOJLHO KBAaJMTETHO KOHCOIMIOBAHUX
3Hama O CBOJCTBHMMA O0jeKaTa MoJba peaHux 6pojesa.

IIpunaanoct paja yxkoj Hay4Hoj 061acTH K0joj npHnaaa npeamer A HE
HCTPaKHBaKA IOKTOPCKeE AUcepTanmje -
Pb Kareropuja

S. Gruji¢, R. Gruji¢, D. Petrovié, J. Gaji¢, Knowledge of food quality Scopus
e and additives and its impact on food preference, Acta Scientiarum

Polonorum Technologia Alimentaria, 12(2) 2013, 215-222.

Y 0BOM paly je MPUMjeHOM CTaTHCTHUYKMX METOJA HCITUTHBAHO KAKO MO3HaBAMbe KBATHTETA XpaHe ¢
yllora aauTHBa y MCXpaHW yTHYy Ha Ofpeljesbetbe M3BjeCHe rpyre rnoTpouiaya NpuaMkoM wu3bopa
HAMUPHHUIIA.

IIpunaanoct paaa yioj Hayunoj o6;1acTn Kojoj npunaaa npeaMer A HE
HCTPAKHBAKA JOKTOPCKe AHCcepTauuje —
Pb Kareropuja

S. Gruji¢, R. Gruji¢, B. Petrovié, J. Gaji¢ , The Importance of
6. Consumers’ Knowledge About Food Quality, Labeling and Safety in
Food Choice, Journal of Food Research, 2 (5)(2013), 57-65.

i) - . . .
V3 nomoh x°-TecTa je ncnuTHBAHO Kako W3BjecHe rpyre Miahux noTpomaya pearyjy Ha uHdopmarimje
Koje Ce TWYY KBA/UTETa XpaHe, CHTYPHOCTH MpEeXpaMOEHHX MpOM3BOAA M JleKkiapaiuja Koje ce Ha
bHMa Hajtase.

IlpunaanocT pana y:xoj Hay4Hoj 061acTH Kojoj npunajga mpeamMer

. JA HE
HCTPa’KHBatba 10KTOPCKe AHcCepTAIHje

Pb ' Kareropuja

7 J. Tajuh, C. Kocuh-Jepemuh, Jeoan sadamax ca rommiexcnum
' bpojesuma, HactaBa matrematuke, beorpan, JIUB 2-3 (2009), 24-26.

YV 0BOM pajty je Ha BUIIE PasTHUUTHX HAYMHA PjelleH jeJlaH 3a1aTaK ca KOMILTEKCHHM 6pojeBuma.

Ipunagnoct pana ykoj Hayunoj o61actn Kojoj npunaja npeamMer

: JA HE
HCTPAKHBAKA JOKTOPCKe AHCepTalHje N

3. YBOJHM IO OIJEHE JJOKTOPCKE JJUCEPTALUJE

I. - Hacnos nokropcke puceprauje: [Tpoctopy nirypuxapMoHHjCKuX, M-xapmoHHjCcKMX U
MojeinHauHo (oL, f3)-xapMOHMjCKUX (ByHKIM|a y TIOTMANCKY

2. Hayuno mosbe je MaTematiKa, a yxa HayuHa o0/1acT je MaTeMaTHyKa aHAIH3a 1 MpUMjeHe.
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3. JlaTym npuxBaTama TeMe JOKTOpPCKe JAucepTaluje U OpojeBH ojuTyKa oarosapajyhux oprana
ynaHuia U YHuBep3utera: Tema gokropcke auceprauuje npuxpahena je Omiykom Opoj
02/04-3.121-54/23 xojy je nonuro Cenar Yuusepsutera y bawoj Jlyuu 26.01.2023. roaune.

4. CarnacHoct Ha HM3Bjewrraj komucuje 3a oujeHy nogoOHOCTH — TeMe, KaHAWgaTa |
MCITYEHOCTH YCJIOBA 33 MEHTOPCTBO 3a M3pajay AoKTopcke auceprauuje Ha [lpupoano-
MaTeMaTHukoM (akyntety kanaujara Jenene [Majuh, nobujena je ox Hayuno-HactaBHOT
sujeha IlpuponHo-maremarnukor dakynrera Oanykom 6poj 19/3.4099/22 on 14.12.2022.
rojuHe, a oa ctpane Cenara Yausepsurera y bamoj Jlyum Opurykom 6poj 02/04-3.121-54/23
01 26.01.2023. roaune.

5. Caapxaj 1OKTOpCKe JucepTaluje ca CTPaHNYeHheM:

WTROIN oo s oo o e S AR e S s e 1
1 OcHoBHHU ojMOBH, TBphema H o3HaKe

L e S KB BN 3 7 oo S B s S SN B GRS EROR 4
1.2 Jenunuunu nomuauck D" v jenunuuna onta By C" o 6
1.3 XonomopdHe, XapMOHHjCKE W TUTYPUXAPMOHH]CKE DYHKUMJE ...veveeees 6
1.4 TlojenuHAYHO XapMOHUJCKE DYHKIIMIE ..everersersersesaessesaesasssssassassessasaasas 12
1.5 AyTOMOPHHUZMH MOTHUIUCKA M JTOTITE weervveeeerreeeereeesrseeesseaesneeesneesssesnsesans 14
1.6 U3Boa 1 M-UHBapHjaHTHH PEANIaH TPATHJEHT ..covvevereereerenesarenseruerusra | 7
1.7 XANepreOMETPH]CKE DYHKIMIE coisiosimssissassssisssiiosiiaisiaissonsossonsasasisnios 18
1.8 HEKM MPOCTOPH PYHKIIMIA .eovereerreieeririeeeeienesiesensessesesseseeseneesessenessenenns 19
5 TIDOETOD- AT (I s i s i s ks bans sas s RS Sk ke s s e R4 21
2 HIsapu-ITnkoBa jiema 3a naypuxapMoHujcke QyHKIH]e

2.1 IlIsapu-TTukoBa nema 3a XOMOMOPPHE QYHKLHE ...vvenrenevererrcrvnrerannenne 23
2.2 Tlpoujene pactojama 3a MIyPUXaPMOHH]CKE DYHKIHMIE cuveevrernreeneeennans 32
2.3 TlpotijeHe rpaaujeHTa 3a MmiypuXapMOHHjCKe PYHKIIHIE ..ovvverereerarerees 39
3 Xapmonnjcke n M-xapMonujcke pyHkuuje

3.1 M-XaPMOHHJCKE PYHKIME .ooververrereeraerseresersasersesessesssessesssssassessesessens 47
3.2 Xapmonujcke U M-xapMoH#jcke GYHKUMjE HA B" oo 52
3.3 Xapmonujcke u M-xapmonujcke GyHKumje Ha D" oooovviiiiiiniiinennn . 58

4 HP npocropu nojeaunauyno (o, f)-xapMoHHjeKuX QyHKUHMja Y jeTHHHYHOM TOJIHIHCKY
4.1 XapaujeBu MpocTopH MojeiMHAYHO XapMOHHjcKUX hyHKumMjay D" ....66

4.2:(ats B)-xapMoHHiCKe DYARMHIE Y D) Juvivusmissnsovismssnissiionssnsvisassnssss 72
4.3 Tlojeannauxo (o, f)-xapmoHujcke GyHKIMIE Y D" ovivviiciiiiiiiiienens 86
4.4 (a, B)-ITyaconoa penpesenraumja GyHKumnja u3 shu_ﬁ(D“ Yissevcning 92
4.5 HP reopuja 3a shep(D" ) byukumje .............. e D
4.6 Unterpanna penpeseHrauuja GyHkumja u3 shpu ﬁ(D“ l <p<+w...106
4.7 MakcumanHa GyHKuMja U TeopeMe DaTYOBOT THIA ..evveeervererrerverereenes 109
RARTETTREE - icoscasasiaiomitss s S A R S TS e 123
B T 125
BHOrPaMja aYTOPA .......ooviiiiiiiiiiic e 131

JlokTopcka aucepTanmja je HarucaHa Ha cprickoM jesuky, hupunuhuum micanum gonrtom Times
New Roman Ha 130 crpana A4 dopmara u caapku ceiam noriasiba: YBoa, OCHOBHU MOjMOBH,
TBphema u o3Hake, IlIsapu ITukosa nema 3a mrypuxapmonujcke GyHkumje, XapMoHujeke u M-
xapmonujcke ¢yHkuuje, HP npoctopu mnojeawnayHo (oL.f3)-XapMOHHjCKHX (QyHKUHja Y
jeAMHUYHOM TIONIMAMCKY, 3akibyqak, Jlurepatypa (85 pedepenum). Ocum Tora cemam crpaHa
cajipxku: nHdoOpMaLIMje 0 MEHTOPY, AUCEPTALIU]H U PE3UME Ha CPIICKOM jE3UKY,

vHpopMalMje 0 MEHTOPY, JAMCEPTAaLji M pe3uMe TpeBedeHe Ha EHIJIECKU je3WK, TOCBETY W
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cajipxaj.

VY yBOAHOM MOTJIaBJ/by HABEIAECHW CY MpoOieMU U MPEeAMETH UCTPAXKUBAtba ca XUMNOoTe3ama, LWb
MCTpaKKMBalba, KpaTak Mperiej Jocajali/bUX HMCTpakMBasba W Kpatak canpxkaj caujenehux
TIoTJ1aBJba.

Y apyrom nornaBiby AedHHMCAHM CY OCHOBHM MOJMOBM U yBeaeHe oaroBapajyhe o3nake. Paau
MOTIYHOCTH Jjare cy u AeduHuUlMje X0JOMOPOHUX, XapMOHUJCKHX, TUTYPUXapPMOHH|CKUX U
MojeIMHa4YHO XapMOHHUjCKUX (YHKIM]ja W HaBeJIeHA Cy FHHXOBa OCHOBHA CBOjCTBa W TBpherba.
ITpu Tome, HaBeseHa cy camo OHa TBphewa Koja ce HernocpeHO KOpPUCTE Y HAcTaBKy
nuceprauuje. Takohe je HaBesena nuTepaTypa y Kojoj ce Moxke Hahu Bume uHpopMauuja o
OjMOBHMMA YBEJIEHUM Y OBOM TIOTJIABIbY.

Tpehe nornasibe nocseheno je llIeapuosoj u lllsapu-ITukosoj temu. Yeeaenu cy [lyankapeosa
(xunepbonuuka) Metpuka, [lyankapeoso (xunepOoaudko) pacTojame y3 JoKasze oarosapajyhux
Tephema. OxpeheHo je IlyaHkapeoro pacrojare Tayaka W3 JWCKa, [OECHE [ONYpaBHU U
BepTUKanHor mnojaca. lato je yommreme IlIBapu-ITukoe neme ca jeauHuyHoOr aucka y
KOMIUIEKCHO] paBHHM Ha cliy4aj jeauHuagHor nosuaucka. [Torom je yeemeno KobGajaumjeo
pacrojame u3mehy Tawaka Ha D" u beprmanoBo pacrojame u3mehy Tawaka Ha B" |, kao wu
KoHTpakTHBHa cBojcTBa KobGajainmjese u beprmanose merpuke Ha D" u B" pecnextusno. Jlata
cy yommrema [lIBapuose neme u HejeaHakoctu llIBapiu-ITukoror Tuma 3a orpaHuueHe U 3a
MO3UTHUBHE TIIypUXapMoHHjcke GyHKIMje, AehuHrcaHe Ha OTBOPEHOM jeIMHUYHOM MOIUANUCKY
y C" Kao u 3a No3UTHBHE TUTypUXapMoHUjcke GyHkumMje aeduHcane Ha OTBOPEHO] jeAMHUYHO]
nontu y C". Takohe, nare cy u npoijjeHe pactojama y TepMuuuma Kobajammjese u beprmanose
METPUKE Kao M MpoljeHe rpajaujeHta u M-UHBaApUJaHTHOr peajHOr rpajujeHTa 3a TaKBe
dynkumje. Kopucrehu te pesynrare 3a rmuypuxapMoHujcke GpyHKIMje, JoKa3aH je XapHaKOB THIT
pesynrara. Ce npoujeHe, Koje cy gobujeHe, cy Hajbobe NMpoljeHe W He MOTY ce 1o0oJbInaTH.

VY uerBprom nornaemby jAepunHucane ce M-xapmonujcke ¢ynkumje Ha D" u B" y3 nokase
oarosapajyhux tBphema. Ilpukazano je na je ¢yHkumja, koja je neduHKHcaHa Ha jeAUHUYHO]
aontu B" | miaypuxapMoHHjcKa aKko W caMoO ako je XapMOHHjcKa ¥ M-XapMOHHUjcKa. Y HacTaBKy
Cy MpuKaszaHW pe3yJiTaTH Be3aHU Cy 3a U3yuaBarba Be3a u3meljy kjaca XapMOHMjCKUX W M-
XapMOHHMjCKMX (YHKIIMja Ha OTBOPEHOM jeAMHMYHOM MOJNWIWCKy. Takohe je w3yyaBaHa |
MYNTUITMKATUBHA CTPYKTYpa TaKBHX NpocTopa y ciy4ajy D"

[Tero mornasmme noceeheno je HP rteopuju. Ilpukazana je HP Teopuwja 3a mnojeauHadHo
XapMOHUjcKe (yHKIMje Ha OTBOPEHOM jEAMHWUYHOM TMOJIMAMCKY W JIaTH Cy HEKH MOJMOBU W
TBphema 3a BulecTpyke DypujeoBe pefoBe W audepeHIMpare H-MHTETpana. 3aTtiM je
npHKasaH pas3Boj y pex (o, B)-xapmonujckux dyukumja y D. Hakon yBohera kinaca GpyHKuuja Ha
D" passujena je HP -teopuja 3a ciyuaj nojeauHayo (o, P)-xapmonujckux dyHkuuja Ha D" :
WHTErpajiHe penpeseHTauudje Mjepama W LP ¢dyHkumjama Ha wucrakHytoj] rpanuuu T0
KOHBEpreHuuja y HopMu u cinaba™ konseprexuuja Ha T". Jlobujen je cnabu (1,1)-tun nporjene
3a Cy’KeHy HeTaHreHLMjanHy Makcumanuy Gynkuujy. [Tokazano je na dynkumje na DX, no6ujene
(uxcupamem n-k npomjenbMBUX npunaaajy oaroeapajyhem mpocropy nojemunauno (o, f3')-
XapMOHHjckuX GyHKIMja o1 k mpomjeHsbuBuX. Jlokasana je Teopema @aryoBor tvna. Hasenenu
pe3yiTaTH TIPeACTaB/bajy YOMIUTEHa paHWjuX pesynarata 3a (o.,f)-xapMoHujcke (yHKIMje y
JMCKY M 3a MOjeJMHAYHO XapMOHHjcKe PYHKIMje Y OTBOPEHOM je IMHUYHOM MOTHIUCKY.

Y 3akbyuky JAHcepTalHdje je Ha CycTaBaH, KOHIM3aH W jJe3rpOBMT HAYMH HU3JIOXKEH MO
ocTBapeHuX pesysirata. [lopea Tora gpopmyavicanu ¢y U HOBU oTBopeHH nipobiiemu. uo Tpeher,
4eTBPTOr ¥ Behy 11O NMEeTOr NMoriasiba JOKTOPCKE JIMCepTalMje CcapXKU OPUrHHAJIHE pe3yITare.
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4. YBOA U TPETJIEJ IUTEPATYPE

V ucTpaxuBamy ce pa3sMarpajy TpoljeHe pacTojarma, 00MYHOT M WHBapHjaHTHOT TpajivjeHTa
TJYPUXapMOHHUjCKUX (pyHKIMja AeUHUCAHUX Ha OTBOPEHOM jeIMHUYHOM MOJUIMCKY W Ha
oTBOpeHoj jeauHuunoj nontu y C". Jlame, u3yuaBaHO je Koja CBOjcTBa MMajy (pyHKUMje Koje
WCTOBPEMEHO Tpunagajy aABjema kiacama. Ocum Tora ypeleHe cy Kiace (yHKUMja Ha
MOJMIUCKY ¥ pa3ujeHa je HP Teopuja u3 Tux Kiaca.

[lIBapuoBa snema 3a xonomopdue byHkimje aehuHHcaHe HA jeAUHUUHOM aucky D vy
KoMIuiekcHoj paBHu C je jelaH Of HajyTHLAJHUjUX pe3ynTaTa Y KOMIUICKCHO] aHalu3d W UMa
BEJIMKM YTHIIA] HAa pa3BOj HEKOJIMKO UCTPAXKHMBAUYKUX OONACTH Kao HMp TeOMEeTpHjcKa TeopHja
(byHkumja, qudepeHumjaaHa reoMeTprja U Teoprja KBa3MKOH(GOPMHHMX MpeciinKaBama. Buure o
cro roauna llIBapiosa nema uMa yoniuTemwa y pa3HUM NpaBLUMa U NocTojiu 0OMMHa TUTepatypa
[3, 13, 14, 16, 35, 36, 38, 43, 47, 57. 60, 69, 81]. Ceaka peanHo-BpHjeqHOCHA XapMOHH|CKa
¢bynkumja Ha D jecte peannu auo Heke Xonomopdue GyHKUMjE U MPU TOME MOYJT FpaaujeHTa
Te XapMOHHUjcKe (yHKUMje jelHaK je MOAyJy u3Bojaa oarosapajyhe xomomopdue dyHKuHje.

Takohe, ako BpujerHocTn XapmoHujcke dyHkumje npunanajy (—1, 1), onHocHo unrepsany (0,
), OHJIa BPUjeJHOCTH ofroBapajyhie xonomopdHe QyHKIMje NpUmanajy BepTHKaIHOM rojacy S
={z€ C:—-1<Rez< 1}, ognocHo necHoj moaypasuu K = {z € C : Re z> 0}. Metoa nojaca u

nojypaBHu pasBujeH je y [57] xako Ou ce nodbune nejennakoctu llIBapu-ITukoror Tuna 3a
peanHo-BpUjeIHOCHE XapMOHHjcKe (DYHKLM]e W XapMOHHUjCKa KBa3HperyJiapHa NpeciuKaBama U3
Dy S [57, 59]. Pesynrtaru Yena [13], Kanaja u Byopurena [36] u Menentujesuha [60] mory ce
Aobut MetonoMm mojaca. [lpoujeHe wW3BOAa M CBOJCTBEHO TOME TMpOLjeHE pacTojama 3a
pasnuuuTe Kiace GyHKIMja (MPBEHCTBEHO XoMoMopdHUX dyHKIMja Ha obnactn y C" ) cy Teme
O/l WHTepeca y oONlacTH reoMeTpHjcke TeopHje (yHkimja. Ayrtop paxa [38] maje npoujene
pactojara 3a MIypuxapMOHUjcke (QYHKUHje W3 TMPOU3BOLHE KOMIUIEKCHE MHOFOCTPYKOCTH Y
oarosapajyhu unrepsan y R, anu 6e3 taynux koHctantu. Yen n Pacuna [14] cy mamu 1lIBapu-
[TukoBe npotjeHe NapUMjaTHUX H3BOJA BHUILIET pela OrpaHuveHe TUTypUXapMOHUjCKe (YHKUH]e
neduHucaHe Ha jelMHWYHOM moJuaucky. [lpoujeHa oOuuyHOr rpaaujeHTa OrpaHuYeHe
niypuxapMoHHjcke GyHKuMje AedrHUCaAHe HAa OTBOPEHO] jeanHrdHoj Jontu B" u3 C" nara je y
[81], a mpoijena M-uHBapHjaHTHOT pealTHOT TpaJljeHTa TakBe (pyHKUH]e jaarta je y [60].

Jenna ox Tema TeopHje (yHKuUMja je wW3y4yaBame Koja CBOjcTBA WMMajy (QyHKUMjEe Koje
MCTOBpPEMEHO NpUNanajy jasjeMa kjiacama. Ha npumjep, aHanuTMUHOCT W p-UHTErpabUIIHOCT Jajy
npunajHoct beprmanoBom mpocropy. M3yuaBame Be3a wu3mehy Kiaca aHaNIMTHYKHX,
XapMOHH|CKHUX, TUTypUXapMOHHjCKHX (PyHKIM]ja, Kao U M-XapMOHHjCKHX, je BPIIEHO y paoBHMa
[2,71]. Harnacak je 6uo Ha ciuyuajy jeaunuude nonte y C". Pyaun [71] je mokaszao na je
bynkumja aebunucaHa Ha jeanHWyHOj JonTh y C" muIypuxapMOHHjCKa ako M caMo ako je
XapMOHHjcka W M-xapMoHujcka Ha B". MynTunnukatuBHa CTPYKTypa TakBUX MpocTopa y
ciryyajy Jionte je pazmarpana y [2.40].

[Toyerak Teopuje XapaujeBux npocTopa nosesyje ce ca pagosuma Xapauja [27] u Puca [68] u3
1915. u 1923. roaune, pecnextuBHo. Teopuja XapaujeBux npocropa je BeoMa Ba)KHa rpaHa
caBpeMeHe KOMIUIEKCHE U XapMoHHjcke aHanu3e. KoMOuHyje TexHuke w3 Teopuje XonomMopgHUx
byHkuMja, ¢GyHKUHOHANHE aHaliu3e, TEopuje Mjepe ¥ WHTerpaudje W uMa TpUMjeHy Y
XapMOHHjcKO] aHanu3u, DypujeoBoj aHanu3u, TEOPUjH MapUMjalnHUX AudepeHLInjaTHuX
jeaHa4yrHa U apyruM obnactuma maremartuke. HP mpoctopu cy HajuHTEH3HBHM]E NMPOYYaBaHHU Y
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ciyyajy jeaMHW4HOr aucka [17, 29. 45, 84]. Buweanmensuona yonmrema Y KIaCHYHHUM
Aomenuma y C" 3axTjeBajy TeXHUKY ApYrauujy Oj TeXHWKE pa3BHjeHe 3a JHCK Y KOMIUIECHO]
paBuu C. HP teopuja 3a nojeaunauno XapMoHujcke (yHumje passujena je y [24], [69], [76] u
[85], 3a M-xapmonmujcke pasBujeHa je y [20],[46].[77], [78]. a 3a (a. B)-xapmonujcke passujena
jey[1]. [22].

Humbesn merpaxusama cy:
1. TlpBu umuib uctTpakusaba Jje mobutu npoujene u3Boma u CBOJCTBEHO TOME TpolljeHe
pacTojara y ciyuajy rrypuxapMOHM|CKIX $ynxumjay D". Takse npoujene cy nobujene,
1 OHE €€ HE MOTy J1lajbe NI000JbIIATH (TauHe TIpoLjeHe cy nobujene).
2. Jlpyru umsm UCTpakuBama J& pasMOTPUTH XapMOHHYHOCT M M-xapmonuunoct y D",
HobGujenu cy yneuarmsusu PEe3y/ITaT KOjU Cy y KOHTpAcTy ca cuTyauujom y B,

3. Tpehu uum HMCTpakMBara je Aa ce passuje HP-reopwuja 3a HOBY KJlacy mnojeHa4qHo (of)-
XapMOHHjCKMX (yHKUMja y D",
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5. MATEPUJAJI U METOJAOJIOTUJA PAIA

MeTox ucTpaxkuBarma je J1elyKTHBaH 1 TEOPH]CKH, 3aCHUBA CE HA PUTOPO3HUM J0Ka3HMa KOjU ce
oclatbajy Ha panuje gobujene pesynrare. [ToceGHO U3ABajaMO MHTErpaiHe perpeseHTaluje,
Pa3Boj y BULIECTPYKE CTENeHe pe/loBe M MpoLjeHe rpaanjeHara 3a XonomophHe GyHKiwmje.
Kanannar je noxkasao na ajekBaTHO KOPUCTH MOMEHYTH TEOPH]CKHM anapar 3a pjelaBarbe

npodiema. Huje gomno 10 npomjere niaxHa HCTpaXuBarma KojH je AaT NpUIMKOM TIpHjaBe
JIOKTOpCKE AucepTauwuje.

6. PE3YJITATU U HAYYHU JONPUHOC UCTPAXKUBAIbA

OpHriHallHK ¥ Haj3HAYajHUji Pe3yIITaTH OBOTI MCTPaXKUBAKha OTNE/A]y Ce V:

1) Jlokasane cy nejennakoctn IlIBapu-ITukoBor Tuna 3a orpaHuueHe W 3a TO3UTHBHE
TUIypuXapMoHHujcKe (yHKUMje, Aedunnucane Ha OTBOPEHOM jeIMHHYHOM TonuancKy y C"
Kao M 3a MO3MTHBHE T[UIypUXapMOHMjcKe (yHKuMje jaeduHucaHe Ha OTBOPEHO]
Jeannuunoj sont y C" 1 HejeAHAKOCTH ¢y Haj6osbe Moryhe.

2)  [are cy u npoujene pactojara y Tepmunnma KoGajauvjese u Beprmanose meTprike
Kao W MpolyjeHe rpajinjenta u M-nHBapHjaHTHOT pealHoOT rpaaujenTa 3a Takse QyHKImje.

3)  Jloxaszan je XapHaKoB THIT pe3ysiTata 3a Xxonomopdue GpyHkumje Ha D" u na B” .

4)  JlokasaHo je na je dynkumja, nedunucana na D" , nojeMHaYHO XapMOHHMjCKA aKO W
€aMo aKo je XapMoHujcka U M-xapMoHujcka Ha D" .

5)  Jar je u apyru onuc mpocropa (GyHKUMja KOje Cy MCTOBPEMEHO XapMoHHjcke W M-
XapMoHHMjcke Ha D" .

6)  Msyuaana je u My ITHIUTMKATHBHA CTPYKTYpa TaKBHMX MIPoCcTOpa y cyuajy D" .

7)  VBemene cy nojeamHauyHo (o B)-XapMOHMjCKMX (YHKIMja, Koje NpeAcTaBIbajy
yonuwrerme (o, P)-xapmonujeknx ¢dyHkumja v D u  yonmreme nojefnHauHO
XapMOHUjcKUX pyHKuUMja y D"

8)  Tlojemunayno (o. P)- XapmoHmjcke (yHKUMje Cy pasBHjeHe Y pel W pjelieH je
Huprxiieos npobiiem 3a Henpekuany GyHKUMjy aeduHucany Ha ucTaknyToj rpanumy T"

9)  Passujena je HP teopuja 3a nojeaunauno (o.,B)-xapmonujcke GyHKumje: uHTErpasHe
peripeseHTaumje Mjepama u L? pynkuujama Ha ucrakiyToj rpanuiu T", koHBepreHmja y
HOpMHM U ciaba™ kouseprenumja na T,

10) JloGujen je cmabu (1,1)-tun npoujene 3a CyskeHy HETAaHTEHLMjalHy MaKCHMAalHy
(ynkumjy.

11) Tloxkasano je ma ¢yukuuje na D, nobujene dukcupamem n-k NpoMjeHIBUBIX
npunaznajy oarosapajyhem npocropy nojeannauno (o', 3')-xapmonnjckux yukumja ox k
MPOMJEHIbUBUX.

12)  Jlokasana je Teopema DaryoBor Tuna. HapeseHu pe3yaTaTi NIpecTaB/bajy YONIITEHha
paHujuX pesynrata 3a (o. [)-XapMOHMjcKe (yHKUMje Y AWCKY H 3a [M0jeAHHAYHO
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XapMOHHjcKe QYHKLH]E Y OTBOPEHOM jEAMHUYHOM TOJTUINCKY.

KpuTHYHOCT H KOPEKTHOCT TymMauema pe3yirara
Pesyntatu ucTpaxkuBara Cy NpUKazaHW BeOMa KOMIUIEKTHO, Ha jacaH U Nperje/iaH HauuH.
Teopujckn JoNpHHOC H HOBH HCTPAKUBAYKH Pe3y/ITaTH

Jlokazane cy Hejennakoctu IlIBapu-ITukoBor Tuma 3a orpaHudYeHe M 3a [O3UTHUBHE
rutypvxapMoHujcke GyHKuMje, aeuHUcaHe HA OTBOPEHOM jeJMHUYHOM romuaucky y C" kao u
3a TIO3UTHBHE TUTypuXapMonHjcke GyHKIM|e AedrHHCcaHe HA OTBOPEHO] jeiMHUuHOj sonTtn y C"
¥ HejeIHaKOCTH cy Hajbosbe moryhe.

C ob3upoM na jeamHuyna sionta v B" W jeauununu nomvamck D" Hucy GuxonomopdHo
€KBMBAJEHTHM OJI MHTEpeca je u3ydaBame Koja cBojcTBa uMajy ¢yHkumje Ha D" xoje cy
MCTOBPEMEHO XapMOHMjcKke u M-xapmoHnujcke Ha D". 'V muceprauyjy je pjelieH Taj oTBOpPEH
npo6nem ox 1977. rogune.

Takohe, y aucepranmju cy yBejieHe HoBe Kiace QYHKIM]a, Koje TpecTaBibajy yorurerne (o, f3)-
XapMOHHjcKuX GyHKIMja y D 1 yornuTere nojeJMHAYHO XapMOHUjckuX (yHKumja y D", u Tume
CYy OTBapeHU HOBH MMYTEBH 3a J1aJba MCTPAXKHUBAHHA.
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7. 3BAK/JbYYAK U ITPHIEJJIOT

Ha ocnoBy ceera mro je naseneno y Mssjemrajy, Komucuja saxpydyje ma je aokropcka
aucepraumja Jenewe Tajuh nox  HacioBOM IIpocTopn  miaypuxapmMoHujcKkux, M-
X2PMOHMjCKHX M NOjelnHAYHO (OL,B)-XapMOHHjCKHX byuxnuuja y nosmauncky®, uspahena y
CKaajly ca 00pasnokerheM Koje je KaHau/1aT NPHII0KHO PHIMKOM pHjase oBe Teme. JlokTopcka
AucepTaumja je ypaheHa npema npaBuiHMa ¥ NPUHLIMIMMA HAYYHO-MCTPaXKMBAYKOr paja M
pe3yiTaT je OPUrMHAIHOI HAyuyHOr paja kaHauzara. Jlokasame cy Hejeasakoct IlIBapu-
[TukoBor THma 3a OrpaHuyueHe M 3a NO3WTHBHE IUIYPHXapMOHMjCKe (QyHKIMje, AeduHMCaHe Ha
OTBOPEHOM je/IMHHYHOM noauaucky y C" Kao M 3a MO3MTMBHE ILTYpPHXapMOHHjCKE (hyHKIH]je
JeuHHCaHE Ha OTBOPEHO] jennuuuHoj nonTh y C" U HejeaHakocTH ¢y Hajbosbe Moryhe. Jlare cy
W mpolujeHe pactojama y repmunHuMa KoGajammjese n Beprmanoe Merpuke Kao H npolijexHe
rpajijenTa ¥ M-uHBapujaHTHOT peanHor rpaaujeHTa 3a Takse Qynkumje. Jloxasan je Xapnakos
THT pesysnrTaTa 3a Xonomopgpue dymkumje wa D" um na B". Jlokaszano je aa je ¢yHkumja
Achunucana Ha jeruHuyHoM mommaucky y C" nojeauHauyHo XapMOHHMjCKa aKo M ¢aMo ako je
XapMOHHjcka H M-xapmonmjcka Ha D". Takohe, Hakom yBohema nojeamnauno (o, B)-
XapMOHHM]CKUX (hyHKUM]a, KOje NpeAcTaBibajy yonmrteme (o, B)-xapmonujckux dyakuuja y D u
YOTIITEE [10]€/IMHAYHO XapMOHHjcKHX (yHKumja y D" | passujena je HP Teopuja u3 THx knaca.

Byzayhu na je kananaat nokasao TeMesbHO [03HABabE MPEIMETa HCTPAXKHBAA, TE Y
MOTIYHOCTH OJI'OBOPHO Ha MPo0JIieMaTHKY Koja ce pa3Mmarpa y aucepraunju, Komucuja
npeviaxe Hayuno-nacrasnom Bujehy Ilpupoano-maremaruukor akynrera Y HUBEp3UTETA Y
bamoj JIyun u Cenary Yuusepsurera y bawoj Jlyuu ja npuxsate opaj M3Bjemraj n ogobpe
jaBHYy 016paHy AOKTOPCKe AUCepTalH]e.

K ‘Mma:pﬂ»k

Mjecto u natym: bawa Jlyka, akazieMuk 3opad Murposuh, peaosHu npodecop
Ipencjennuk komucuje

\/f[ugrz%édz ﬁfa&?e/beéﬂ?

akagemuk Muoapar Maremesuh, peaossu npodecop
Ynan

3 /\fa@MQU/

ap Bna)meU .TOBanO:n«rI:lJ BaHpeIHHU rpodecop
naH

—
Q/’l(l(_MAO (‘/&i‘v“/:/cc}_-

ap Mupocnas [pannh, peaosun npogecop
Unau

U3/IBOJEHO MUILIJBEBE: Ynan komucHje KOjH HE eI J1a TIOTIHIIE W3BJELITa] jep Ce He ClIaXe ca MHILLCILEM
selinne wWiaHOBa KOMKCH]e Ty>KaH je 1a y u3gjelntaj yHece oOpasiokeme, 0JIHOCHO pas/iore 3001 KOJUX He XelH /1

NOTIHILE U3BjeLITa).
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